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The present paper deals with the vibration problem of a right-angled isosceles 
triangular plate after the methods adopted by E. Trefftz and G. 1. Taylor when they 
obtained the buckling load of a cIamped rectangular plate. However， in order to soIve 
such a problem as the present item， a special consideration Is generally necessary to 
satisfy the boundary conditions at the hypotenuse edge of a triangle， and the author 
has contrived the solution for the present problem by combining the solution for a 
square pfate. Whi1e their methods are essentially identical in their principles， as E. 
Trefftz suggested， they even lead to the very same characteristic equation for 
calculating the natural frequencies when treated and calculated as in this paper. 
In the present paper， the solutions are first given by both methods in the case 
where al three edges are c1amped; and further， as an application， the solutions are 
presented of the cases in which one or two edges are clamped and the others simply 
supported. The calculated lowest frequencies are given in the table， together with the 
results computed by the Rayleigh method. 
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先に筆者は直角二等辺三角形板。座屈問題引を Trefftz21 及v:Taylor31 。二方法を応用して解
き，何れも同ーの解が得られるととを示した。本論文は同じ方法を振動問題に応用し，固有振動数
を求めたもりである。両方法は共に微分方程式。固有値問題を極小値問題に変換して解くもので，
原理的には全く同じもりであると言うととが出来る由設しその両者が全く同ーの結果を与えるとと
は未だ指摘されてもいないようであり，又三角形板に応用するには特別の工夫を必要とする如く思
われるので以下にその両方法による解を示すととにする。命， との方法による値は真値の下限を
定めるも0であるが，Rayleigh (/)方法によっては上限を定め得るのでその値も併せ示すことにす
る。
2 .基躍関係式
板OABに対しτ座標軸x，yを第1図に示す如〈とり，かつ，単位長を適当にとって一辺OA
O長さ Gがx，y座標にてπなる如〈無次元化すれば，本問題にて解くべき微分方程式は却を振動
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によるたわみとして次の如く表わされる。
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乙とに E，P. 1， hは夫々板D縦弾性係数，密
度，ポアソン比及び厚さである。また，Pは振動
D円振動率であって， ).は求めるべき無次元の固
有値である。
乙こで径の計算の便宜のため X，Y座標軸
に対して π/4傾いたさ，方座標軸を次D如くとす
ると，
x=~+ ηl 
y η ーさ j 
さ=(x-y)/2 i }…… (2) 
η= (x十y)/2) 
第
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斜辺 OBfD長さがさ，マ座標系にてπとなり， (1)は次の如〈変換される。
図
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境界条件は固定境界に対しては
w=o， 
回転端境界に対しては
初 =0， 8
2凹，
8x:! 事
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の如く表わされるロととに"は境界に対する法線方向を表わす。
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さて周辺がすべて回転端たる場合についてはすでに前に報告したじので，ととでは回定端を含
む場合についてD解を述べる。更に，周辺がすべて固定端以外の場合は以下に述べる方法の応用と
して簡単に解けるので， 先宇周辺がすべて固定端。場合について考えるととにする。乙θ場合に
は(4)fD境界条件のもとに (1)或は (3)v固有値Aを求めるととになる。之は次D変分問題 CAユ
を解くととと同一である白
(AJ 境界条件付〉を満足する却について次式:
J8(写会十寄与y白砂
J J8w2d叫
。極小値Pを求めるロ
-・ (6) 
ことに積分は三角形D全面分について積分するものとするDζθ変分問題を解くととは(1)を
解くことと同様に困難であって，本論文では次の変形した変分問題 CBJを考える白
CBJ (6)による VjT([)極小値 Pを次D境界条件を満足する加について求める。
x π， Y=O， ~=o 初 o . ( 7 ) 
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即ち，変分問題 (BJは [A)(J)境界条件をゆるめたものであって i= 1， 2，……，.fまで用い
たときむ極小値Aをんと書くととにすれば変分問題。一般原理によって
AJ ~ Al L As 三…… /' A! ~ …・・ LJ ……‘ H ・H ・H ・H ・-… H ・H ・...・ H ・.(9) 
の関係が存在し，従つτ固有値の下限が得られるととになるロ
以上述べた所の三角形板に対する数学的証明は， Trefftz21 及び左近教授51 の論文に告ける全
く同様にして証明出来るむでとこには省略する口
3 . Trefftzの方法による解
乙の方法では変分問題 [B)の解ωとして，周辺回転端。場合に長ける解il¥ (固有函数〉を用い
て改の如き形。解を求めるもθである。
w S a酬 (sin mx sin ny - sin nx sin my) ・H ・H ・...・ H ・.・ H ・..(10) 
¥fiー，四1
乙とに，n1-， nは互に相異たる正D整数にて，一般性を失うととにして m>nと仮定するo J: 
はとり如き (m，n)の組合せにつき集めるものとする口上式の右辺白各項は周辺回転端の場合に告
けるく1)(J)解となり得るもりであるが，今は更に右辺全体によって表された函数をして問題の解と
するととを考える。そθためには向山，m， n， Aの聞には以下に求める如き関係が必要である。
さて， (10)は卸=O(J)境界条件を満足することは明らかであるから，残りむ境界条件 (8)。
各式へ(10)を代入して，
JL z {(-mmんー(ー1)帽 nOtm} amm = 0 
~\畑，珂 I
7τ1 ~ .s {n O帥 - m Otn} a問問=0 t 
~\悶， n\
JL z {〈m+n〉SM-nー (m-n)Ot，隅吋 am'lZ= 0 J (i = 1， 2， 3，……〉
tJ ¥m，問、
イ旦し， と乙に Otmは
i = m CDとき Of隅=1 iキ m のとき Oim= 0 
を意味する口上式は， μ が偶数，Jl7J:'奇数を表わすもりとして次の如く書きかへられる。
J μαμ-z μ atμ=0 
μラt <t
Z νavt - .s JI flVl 0 
'，1> t '，1ぇt
(i= 1，2，3，……〉‘H ・H ・. (11) 
(i= 1， 2， 3，……) .・H ・.(12) 
J: (2n + i) anH， n - 2: (z'ー 2n)at-n，n =0 (t'= 1， 2.3，……〉・H ・H ・.(13) 
時<t/2 
また， (10)を用いて，
r r I白富山 θ2W ¥2 π2 
= J J s ~ "a; +可 rノd坤 =7f泊fmz+n2〉2仏・・ H ・H ・.(14) 
T= J8卸富山砂=すム4 ・…・・・・ ・(15)
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_;'l:l 次に， Lagrange rD未定係数として (11).， (15) rD各式に-n2的 /2.-7r2仇/2.ー π2rd2.1，
を乗じて加え合せ次式の Lを作る。
J与'zL=I (仰m2十 n的z勺}"仏一JAP 2Z 4 
7.' ¥ '1‘1，1'11 ¥'1事i，冊}
-221的{2 μap.i - 2 μα川十品{2 νa"f-I ναiy} 
t ¥μ>t μく 1>t 1<' t 
十九 {2(i + 2n) a伺+f，何-I (i -2n) al_n，叶|
四(t/2 ノ -・
(16)
(10)に3まける G酬はとrDLf:極小ならしめる如く定めればよい白即ち，8L/aamn = 0より
. (17) 
-ns明 +(m + n)r例-nー (m-n)r例+n1n=偶数.n=奇数;amn= (m""十 n;l.ア-，l2 
明十msn+(m十n)r間一叫ー(m-n)rm+伺m=脊数，n=偶数;amn= (m百十 n2}'- ;'2 
ma"..-nα隅 +(m + n)r間『何一(m-n)γm+nn1，=偶数.n=偶数;a明日= 一一一(ml 十 n"J)2_ ;'2 
m品-ns畑 +(m + n) r例ー伺ー(m-n)rm+伺m=奇数，n=脊数;a剛一 ( m2十 n"，)2_ ).2 
(17)を (11)-. (13)の各式へ代入すれば次の二群の方程式が得られる。
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Ci 
但し， ，2'は μ=iを除いて μ につき集めるととを意味する白また，bmn• C倒的
μ 
C" は夫々次の如きものである。
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(m2十 2mη +2n"，)2 - ;'2 
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ャ Iν“寸
-
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(z" = 奇数〉
(1，'=偶数〉
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との At，Bi， Ct，は次の関係式 (22)を用いてく23)の如く変形できる。
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2 4z ~ cot ':':一=一一一一ー.:=......I 時 時
己 7!Z πμμ..- Z~ 
i 1 +( -1)f '1'2 t=一一 I~汗ì2 coth~~五子-~X二子 cot-%-~X二721-8A. l v 1 I ~ -~~&& 2 V III~ V II-~ -~~ 2 v II_~ J 2 4が-A.2
「 守 一一 π .，，---;;; i 1ー (ー 1) '1"'"
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. (23) 
但し， A. < '1'2 又は2J..< '1'2 (J.:)ときは適当に処理するもD とする。(18)(19)より，すべてのαi，
st， riが同時には Oになら註い条件，即ち (18)(19) ([)係数行列式を Oと争けぽ固有値を定める
振動数方程式が得られる。との方程式を解いて固有値を求めればよい。得られた各国有値に対して
(18) (19) よりαi，st， ri (J.:)比が定められ，従って又 (17)より G酬の比D値が定められる。夫等
を(10)へ代入すればそD ときの振動波形が定められるととになる白
(18)には一般に α'¥1， ι，r'¥lのみが含まれ， (17)より恒等的に OでfJ:.¥i'amnとして m+n
=奇数D場合のみが得られるととになる。之は (10)より，振動波形が直角の頂点より斜辺に下し
た垂糠AHに関して対称なるととを意味する。同様にして (19)よりは逆対称波形が得られる。而
して後述する如く(18)より一般に小さい固有値が得られるゆえ，基本振動波形は対材、波静である
ととになり，常識的予想、と一致するロ
4 . Taylorの方法による解
Taylorが周辺固定の長方形板。座屈問題を解くりに応用した方法は原理的には変分問題 (B)
を解くととと同一であるが，外見上はやや異なっている。即ち，境界条件叩 =0及び(1)を満
足する解を求めて残りの境界条件。wjan=Oをできるfけ近似よく満足せしめようとするもので
ある。かかる方針Dもとに解いてみよう。
先宇，周辺にて加 =0fJ:.る境界条件及び(1)を厳密に満足する解を求めるのであるが，三
角形の周辺特に斜辺上で ω=0を満足する解を求めととは困難紅白で暫らく斜辺を考慮の外に台
き，第1図に沿いて三角形OABを正方形 OABC([)一部とみなして正方形。周辺上で即 =0を
満足する解を求めようo そのために
卸 e~lI sin ny ( n : 整数〉…...・H ・.・H ・....・H ・H ・H ・，.…… (24)
と長けぽ，とれはE方形の周辺 OA，BC上で却 =0を満足する。更に (24)を (1)へ代入し
て(1)を満足する如〈αを定めれば
α=士〆が十 A 土，/が-A.・H ・H ・.. ~...・ H・..……...・H・..…… (25)
とθ (24)f[)形CD4個の特解を組合せて，五方形の残りD周辺 AB，OCにて叩 =0を満足する
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特解を作ると
???
???? …?{~inh，/日予付ーを〉ー
sinh ~，/汗示
、 】 ，???
?
??• • • • • 
? ? ? ? ? ? ?
sin fJ戸羽
π {~osh，/Iア。-τ〉 ∞sJJ72(zー す)) -ー--------t Sln ny 
mhE-J汗百五 cos T~À-示 J 
及び
を得る。同様にして，X， Y を交換した形。正方形D周辺で卸 =0及び(1)を満足する特解が得
られるかくして得た解θ娘型結合を作ればTaylorrD得た解θ正方形板に対する解となる。とと
では更に，三角形の周辺 OBにて w=oを満足せしめる解として次式の大括弧内の如き式を作
れば，之は三角形。周辺でw=o及び(1)を満足する特解となるロ従って夫等D糠型結合である
次式は求むる解と主主る。
????
? ?
??
、?
?
?
??? ??????( (sinh~À+II:.1 (yー す〉
w，' = J:叫 I{ 
い sinh計百2 sinJEJZ二戸
in，/日付ーす〉)siM〕{~inh，/日付一号〉 -
sinh ~ ~市首 si→什二戸
π 
( (cosh，/;.+P〈Y-7〉 cos'/A-P:.I(y-~t) '1
-z ιI 1 了一一一一一一一 一 } sin μz 
μ -cosh tv/汗fJ.:.I cos τもII二戸ノ
日 (27)
{-=oshJ7〈z-f) cos，/マ(xーで). i 
t SIn μry/ 
cosh y'/汗五:a Cωτパ二記
乙とに αhsμ は積分定数であり，第3節に台ける Lagrangeの未定係数という意味ではないが，
実質的には同じものである。また， μ y を前節D如く夫々偶数及び奇数を表わすものとすると
(27)による W/は垂線 AHに関して対称な波形とえEる。もし (27)に告いて μ，νを交換すれば
逆対称波形 Wa'を得る。卸，' Wa'は夫々別の固有値を与えるととが前節よ P明らかであるから，
一応別々に考える ζとにする。
次に残りむ境界条件。ω/an= 0 ~満足せしめるのであるが，後述より分る如〈上に得た解
のみでは独立た特解の数が不足する。従って他θ特解を求めるととを考える。そθために第1図に
告いて今度は三角形の OABを正方形 OBDEの一部とみなし，正方形 OBDEの周辺で W=o
及び (1)を満足する解を求める。それにはさ，万座標軸を用いるDが便利で，一辺 OB([)長さが
c，η座標系で πであり，かつ， (1)が (3)の如く変換されるととをみれば，正方形 OBDA({)周
辺で W=o及び (1)即ち (3)を満足する解は (26)に告いて A，x， yの代りに 2A，c，マと
1なけばよいことは明らかで、ある凸更に三角形D周辺上で卸 =0~満足せしめるためには前節と同
様に行なえばよいが，あらたに満足させるべき境界が正方形。両対角棋であるととを考えれば逆対
称波形D解卸ar に沿いてA.， x， y (()代りに 2)" c，マとtrけばよいととは明らかである。か〈し
て吹白解が得られる。
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1τ 
( (cosh〆軒刊-i-) ∞s~2À-J.i!ol(万一??〉 1
W，I'I = 2 ~ r 1 I ~ ---------=---一~ sin J.i~. 
1 .....∞sh十匹戸 ∞s ~ ~2À-J/.! ) 
r (∞sh~2À+ J.i2 くさーで ∞S~2À-J.i 2 (~-FI 1 
- 一一 ~ sin 川|… (28)
r (sinh~訂芋子〈η-JL〉 sinJ訂二五2(万一号λ
卸a"=2~r/L 1 ~------一一“} sIn μ;. 
μ ¥t sinhjtJ訂万z sinftJ訂二五 .1
π tnhtl同(~ーが Wt172〈Eー す)) • ~ i } sin 凶|… (29)sinhT~2T弓 sin i-J2À二P ノ/
己乙に解は再び対称卸J と逆対称卸a'l([)両波形にわける乙とができる。向，上式に沿ける係数 2
は前節と対照Dために附したものである。
以上D如くして必要注解が得られたから，境界条件叩 =0及び(1)を満足する一般解は次
の如くたる。
U'，I ニ W/ 十 w，'
Wa Wa' 十 Wa'!
?????• • • • • • • • • • • • • • ??• 
、??
?
次に残りD境界条件。即jan=Oを出来るだけ近似よく満足させるりであるが，それには種々の方
法が考えられる凸ととでは Tayler流に Bω/anの値を周辺に治うて Fourier級数に展開し，各
項を 0と長〈方法によるととにする。更に Fourier級数としては正弦級数及び余弦級数の何れを
も選ぶととができるが，計算の簡単及び前節とり対照のためととでは正級数を選ぶととにする。か
くしてく30)を用いτ(8)を計算するととになり，実際に計算すれば前節の(18)(19)両式と金
〈同じ方程式が得られる。従ヲて，とれ以後D計算は前節と同様であるつ
向，余弦級数に展開する乙とは，いはぽTaylor流とも材、すべきもりであるが，振動数方程式
が対称行列式とたら宇計算はJ複雑とたる。但し，固有値の収殺の度が何れが良好であるかは明らか
ではないーまた， Trefftz及び Taylorの両方法が原理的に同一で、ある乙とは Trefftzが指摘し
たが，高次近似に至るまで完全に一室長乙とが本論文に告ける如く，計算すれば得られるととは興味
あるととと思われる D
5 . その他の境界保件の場合
第 3，4筋の方法を応用すれば，三角形の三辺白中任意の境界が固定端，他が回転端D場合。
解は容易に得られる。即ち，第3節の方法を応用するには， (10)による却が回転端の条件を満足
するから固定端境界に対しては (8)を適用し，回転端境界に対してはそDままで第3節の如く計算
を行なえばよい。また，第4節白方法を利用するには，卸sr，卸a'，w/'， ws"が正方形の対角棋に
相当する三角形の境界にあいて回転端の条件を満足するととが実際に計算を行えば容易に分る。従
って.U'，' Wa'， U・SFf，回Jの何れか一つ又はそれらを適当に組合せれば任意心境界にて回転端の
条件を満足させるととができる110 従って第4節の如〈計算すれば容易に解が得られる。何れの場
合に対しても両方法による解が完全に一致するととは容易に確かめる乙とができる。
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特に次の如き場合は以上C議論より次0如くすれば解となるととは明らかである。
(1) 直角を挟むこ辺固定端，斜辺回転端，
このときは (18)(19)に告いてすべての r，= 0と沿けばよい。
(2) 直角を挟むこ辺回転端，斜辺固定端，
とりときはく18)(19)に告いてはすべて白山=仇 =0と金げばよい凸
上の第1<D場合より，第4節に沿いて「解加として釦，'， Wa' <Dみでは特解の数が不足する」と
述べたととは容易に理解される。即ち W，'I，Wa'l を用いないととはより第10.:>場合θ解となり，
三辺固定D場合D解とならないからである。
前述D如くしτ振動数を求めるととができるが，実際的興味があるのは基本振動を与える最小
固有値であるから，之を実際に求めて最とう。一般に周辺固定。場合の固有値は周辺回転端D場合
の固有値A.= 5')よりは大きいと考えられる。第1欧近似として z'=l<D場合にはとりζ とを考
慮して Al，Bl， C1 ([)函数形を定め，また，的 =βt= rt = 0 ( i ミ 2)として前述の計算を
行なえばよいロ第2次近似としては，第1次近f以D結果を参考として更に計算すればよい。また，
Rayleigh rD方法によって固有値の上限が定められるから，之等主考慮すればすべてのAt，Bt， Ct 
の函数形が定められる。従って高次近似も計算できる。
以上述ぺた所D数値計算を実際に行なった結果を第 1 表に示す。 ~者， Rayleigh ([)方法によ
る仮定振動波形及びその計算結果を第1表にあわせ示す。表を見れば分る如く，三辺固定の場合。
みは本論文による最高近似値と Rayleigh値とはそり差が大きいが，他のこつはよく一致してい
る。三辺固定。場合にも高次近似まで計算すればよく一致した値が得られるであろうと思われる
が，座屈問題の場合と同様に計算式が複雑となり第2次近似までしか求め得なかった。機会があれ
ば求めて争きたいと思っているロ
第 1 表
???? Rayleigh の方法
仮定振動波形 | 国有値
本論文の方法による最小固有値
|逆対称対称波形 |波形
三辺固定端 sin2x sin2y (cos x -COSy)2 イ乎=山lぷ 12.96 (i==-l) 
斜辺回転端 l sin x sin くcosx -COSy)2 他Dニ辺国定』
斜辺固定端 1 ・ ・ 〆i く Sx- C08y) 他のこ辺回転端 i 、
イ手 =77241Jf;J3)Jf;〉ど;〉lJ比
三手 =6870|JAJf7)JZ〉 | 1よ
6. 
? ???
? E苦
直角二等辺三角形板D固有捷み振動を Trefftz及びTaylor0.:>両方法を応用して定めたc特に
両方法による計算式が高次近似に至るまで完全に一致するととは興味あるととと思われる D また，
本論文の方法による固有値D下限と Rayleighの方法による固有値D上限をあわせ求めて表示しあ
るから，得られた値の信頼性が大体分るものと思う。振動数としては結局吹の範囲内にあるととに
なるロ
(1)三 辺固定
(2) 直角を挟むこ辺定端，斜辺回転端
(3) 直角を挟む二辺回転端，斜辺固定端
8.47 <). < 9.76 
7.64 < ).く 7.72
6.69 < ).< 6.87 
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t告， Taylor ([)方法を応用するのに斜辺に対する本論文の取扱い方は他。同種類。問題に対して
も何らかむ参考になるであろうと信守、るo
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